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Kurzfragen

1. Aus welchen Elementen besteht ein vollstéandiges Messergebnis?

2. Welche Fehler konnen bei einem statistischen Test auftreten? Nennen Sie diese und
erldautern Sie deren Bedeutung.

3. Was versteht man unter verbundenen Stichproben?

4. Was bedeutet es, dass es sich beim Shannon-Theorem um eine hinreichende aber nicht
notwendige Bedingung handelt?

5. Welche Arten von Stérungen kénnen von auflen auf ein Messystem einwirken? Erldutern
Sie deren Wirkungsweise.

6. Was versteht man unter Riickwirkung eines Messystems? Was ist die Ursache fiir die
Riickwirkung?

7. Nennen Sie drei Skalenniveaus und deren Eigenschaften (Welche Operationen kénnen
auf entsprechend skalierten Merkmalen durchgefithrt werden?)! Verzichten Sie auf die
Nennung von Beispielen!

8. Existiert zu jeder Haufigkeitsverteilung ein arithmetisches Mittel? Begriinden Sie!

Aufgabe 1. Ein Ornithologe mochte herausfinden, ob sich die Kérpermasse durchziehender
Kraniche wahrend ihrer Rast in einem Feuchtgebiet verdndert. Dazu wurden mehrere Vogel
kurz nach ihrer Ankunft gefangen, beringt, gewogen und wieder freigelassen. Nach einigen
Wochen konnten acht dieser Tiere wieder eingefangen und ihre Masse erneut bestimmen
werden. Aus beiden Messungen ergaben sich folgende Korpermassen in Kilogramm fiir die
acht Vogel vor und nach der Rast:

Vogel 1 2 3 4 5 6 7 8

Masse vor Rast / kg 5,204 5,377 5,194 5290 5721 5221 5420 5,664
Masse nach Rast/ kg 5,308 5,492 5286 5409 5588 5331 5662 5,686

Testen Sie, ob sich die Kérpermasse der Vogel wihrend ihres Aufenthalts signifikant
(v = 0,05) verdndert hat oder nicht! (Fiir die Koérpermasse kann eine Normalverteilung
angenommen werden. )
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Aufgabe 2.

Eine haufig verwendete Methode zur Bestimmung von Massenstrémen besteht in der Mes-
sung des Wirkdrucks an einer Drossel (genormt in ISO 5167). Hierbei wird der Stromungs-
querschnitt kiinstlich verengt und der Druck vor und nach dieser Drosselstelle gemessen
(Bild 1). Die Druckdifferenz ist ein Ma$ fiir den Massenstrom @),,.

Es gilt:
a - 7Td2 Stréomungsrichtung
Qm = 4 \V 2p ’ Ap ‘
d : Querschnittsdurchmesser der Drossel
Ap: Druckdifferenz P4 P2
p : Dichte des Mediums
« : Durchflusszahl (dimensionslos) (8p)

Bild 1

In einer Apparatur wird mit diesem Verfahren der Volumenstrom eines Mediums gemessen.
Der Hersteller der verwendeten Drossel gibt folgende Kennwerte an:

Querschnittsdurchmesser d = 50 mm =+ 0,07 mm (P=95%)
Durchflusszahl a =0,6267 £ 0,0009 (P=95%)

Die Dichte p des Mediums betragt laut zuvor durchgefithrten Untersuchungen 0,84 kg /Liter+
0,008 kg/Liter (P=99%, fiir sehr grofie n). Zur Bestimmung des Massenstroms wird nun der
Differenzdruck Ap fiinf mal gemessen:

i 1 2 3 4 5 N kg

Pa=1—=1->
Ap / Pa 23223 23073 23017 23104 23149 T T ¢m

Bestimmen Sie das vollstiandige Messergebnis des Massenstroms @), fiir eine Aussagewahr-
scheinlichkeit von P=95%! Verwenden Sie mindestens drei signifikante Stellen fiir die Angabe
des Ergebnisses!

(Fiir alle Groflen kann eine Normalverteilung angenommen werden.)

Produktregel: (wv) = u'v 4w’
w\  u'v—w

Quotientenregel: () =——
v v

Kettenregel: (u(v)) =u'(v) -0



Elementare statistische MaRzahlen

Arithmetisches Mittel: X =-‘—=——

n
n 2
(Xi _X)
Empirische Varianz: ~ §? = !
n—1
Streuung: S=+vS?

Konfidenzintervall

Die MessgréRRe X sei normalverteilt, o sei bekannt:

Die Messgrofie X sei normalverteilt, o sei unbekannt:

Lineare Regression

Wenn durch eine Anzahl von Wertepaaren (x;, yi) nach der
Methode der kleinsten quadratischen Abweichung eine
Gerade gelegt wird, geht diese stets durch den Schwer-
punkt (X,y) der Punkte:

(y-)=b(x-%)
(geschatzter) Regressionskoeffizient b (Steigung der
Geraden)

n

Z(Xi _i)(Yi —?)

b: i=l1

n

2 %)’

i=1

n
zxiyi —nxy
_ g
- n
2 =2
in —nx
i

Ein Schatzwert fur ¢ ist die Restvarianz &2

A I < _ _
6? :Ej:1 (yj—y+b(x—xj))2
-1
= l,rll_zsi(l_rxz)’)

Bestimmung der Vertrauensgrenze fir diese Schatzung
des Steigungsmales:

1.  Festlegen der geforderten statistischen Sicherheit P
(z.B. 95%)

2. Berechnen der Streuung S, aus den Messwerten
X15eey Xn

3. Der Vertrauensbereich fir den Regressionskoef-
fizienten b zur statistischen Sicherheit P=1-a
betragt:

A A

b— Oty it b+ Oty it

Vns, VnS,

4. Der Erwartungswert B fur den Regressionskoef-
fizienten b liegt mit der statistischen Sicherheit P in
diesem Intervall

5. Durch die berechnete Gerade wird einem beliebig
gewahlten x-Wert x* der y-Wert

Y =y+b(x %)

*

zugeordnet. Der Vertrauensbereich fir y* zur
statistischen Sicherheit P = 1 — o betragt:

y*_thjﬁﬂuz W’ y*+6tnﬁa/2m

Abweichungsfortpflanzung

fsei f(xl yoer X, ) Das Konfidenzintervall fir f'mit

statistischer Sicherheit P =1 — a.:

[f(i,,...,in)— ¢,y f(®pnX, )+ c,.]

fur den Fall zufélliger, normalverteilter Abweichungen mit:

szznlﬁ c ’c:sx‘t

o | 0%, %X ; B VB M 71;17%
t-Test
t-Test fiir Erwartungswert
Die Testgrofe:
:i—uo (df=n-1)
y
Vn
Test der Nullhypothese bei vorgewahltem
Signifikanzniveau o

t

1. Ho: ux = o gegen Hq: py < o (einseitige Hypothese)
Ist
ty <—t

n-l;l-a ’

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2. Ho: ux =po gegen Hy: py > o (einseitige Hypothese)
Ist
to >t

n-l;1-a ’

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3. Ho: ux =po gegen Hy: py# o (zweiseitige Hypothese)
Ist
t,[>t ’
‘ 0‘ n-1;

o

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.



t-Test fiir Vergleich zweier Erwartungswerte
Die Testgrofe (einfachere Form, wenn n, = ny = n):

Rt b

JS:+S;

(df=2n-2)

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem
Signifikanzniveau o

1. Ho: px =py gegen Hq: py < py (einseitige Hypothese)
Ist
t, <—t

’
ny+ny-2; l-o

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

2. Ho: px =py gegen Hy: py >y (einseitige Hypothese)
Ist
to>t

,
n,+ny-2;1-a

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3. Ho:px=p, gegen Hq: pe= py (zweiseitige Hypothese)
Ist
|ty |>t ;

ny+ny—2; 1—%

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

t-Test fiir verbundene Stichproben

Die Testgrofe:
d (df=n-1)
ty=<—r
S/
Jn
mit:
d; =x;-y;
S
d= .
n

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem
Signifikanzniveau o

1. Ho: g =0 gegen Hy: ng <0 (einseitige Hypothese)
Ist
ty<—t

n-Il-a ’

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2. Ho: nua =0 gegen Hy: pg> 0 (einseitige Hypothese)
Ist
ty >t

n-1;1-a ’

wird Ho auf dem Signifikanzniveau o abgelehnt.
3. Ho: pe =0 gegen Hq: pg#0 (zweiseitige Hypothese)
Ist
\ t, \ >t ;

n—l;l—E
2

wird Ho auf dem Signifikanzniveau o abgelehnt.

Der y2-Test fiir Verteilungsfunktionen

X sei eine ZufallsgréBe mit unbekannter Verteilungsdichte-
funktion. Aufgrund von Messdaten oder Vorabinformatio-
nen wird vermutet, dass X durch die Verteilungsdichte-
funktion h(x) beschrieben wird. Um dies zu prifen, kann
ein y2-Test durchgefuhrt werden.

Nullhypothese Hy: X wird durch die Verteilungsdichte-
funktion h(x) beschrieben.

Es wird eine Stichprobe von n Messwerten x4,...,x, aufge-
nommen.

Der Test erfolgt, indem zu dieser Messreihe ein empiri-
sches Histogramm erstellt wird. Aus der Verteilungsdichte-
funktion h(x) wird ein theoretisches Histogramm berechnet.
Als TestgroRe wird eine normierte Differenz zwischen
beiden Histogrammen berechnet. Wenn die Hypothese
zutrifft, mUsste diese Differenz hinreichend klein sein.

Vorgehensweise:

1. Aufteilen des Wertebereichs in r nicht Uberlappende
Klassen T, so dass jede Klasse wenigstens 5 Werte
der Stichprobe xy,...,X, enthalt. Die Intervalle kénnen
auch ungleich breit sein.

2. Bestimmen der Anzahl B; von Messwerten in der
Klasse T;

3. Falls die Verteilungsdichtefunktion h(x) Parameter
enthélt (z.B. p und o bei der Normalverteilung), so
werden diese Parameter aus den Messdaten X4,...,Xn
abgeschatzt.

4. Berechnen der Wahrscheinlichkeit p;, mit der bei
Annahme der hypothetischen Verteilungsdichte h(x)
unter Annahme der unter 3. geschéatzten Parameter
ein Messwert im Intervall T; zu erwarten ist.

5. Berechnen der Produkte E;=np; die die theore-
tischen Besetzungszahlen der Klasse T; bei
Annahme der Verteilungsdichte h(x) darstellen.

6.  Prifen, ob fir alle Klassen gilt: E; > 5. Klassen mit E;
< 5 werden mit benachbarten Klassen zusammen-
gelegt. Nach diesem Schritt liegen r* Klassen vor mit
r<r.

7.  Berechnen der TestgroRe:

. 2
T
2 (Bi _Ei)
Xo =

o E
8.  Bestimmung der Zahl der Freiheitsgrade:

= r* ist die Zahl der auswertbaren Klassen
(Besetzungszahl > 5)

. s ist die Zahl der Parameter der Verteilungs-
dichtefunktion, die aus der Stichprobe
geschatzt werden

L] Die Zahl der Freiheitsgrade istdf =r* —s — 1

9.  Festlegen der Irtumswahrscheinlichkeit o

Hy ist abzulehnen mit Signifikanzniveau o, wenn:

2 2
XO > Xr*—s—l;l—a
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p-Quantile t;, der Student’schen t-Verteilung mit s Freiheitsgraden

. p 0,95 0,975 0,99 0,995
1 6,31 12,7 31,8 63,7
2 2,92 4,30 6,97 9,93
3 2,35 3,18 4,54 5,84
4 2,13 2,78 3,75 4,60
5 2,02 2,57 3,37 4,03
6 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,90 2,37 3,00 3,50
8 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,78 2,18 2,68 3,06
13 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,76 2,15 2,62 2,98
15 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,73 2,09 2,53 2,85
22 1,72 2,07 2,51 2,82
24 1,71 2,06 2,49 2,80
26 1,71 2,06 2,48 2,78
28 1,70 2,05 2,47 2,76
30 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,68 2,02 2,42 2,70
50 1,68 2,01 2,40 2,68
100 1,66 1,98 2,37 2,63
200 1,65 1,97 2,35 2,60
© 1,64 1,96 2,33 2,58




