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Hinweise zur Prifung

Bearbeitungsdauer: 180 Minuten

Schriftliche Unterlagen sowie bereits programmierte Taschenrechner sind nicht zugelassen. Verstofe
dagegen bzw. andere Téuschungsversuche werden gemif der Priifungsordnung geahndet.

Auf das Deckblatt sind der Name, der Vorname und die Matrikelnummer. Ferner ist anzugeben, fiir
welchen Studiengang (ggf. einschlieBlich geltender Priifungsordnung) die Priifung abgelegt wird. Auf
allen anderen abgegebenen Blittern ist zumindest der Name zu vermerken. Das Deckblatt ist als oberes
Blatt der Klausur abzugeben. Der Rest der Aufgabestellung muss nicht abgegeben werden, sofern er
keine fiir die Losung relevanten Eintragungen enthélt.

Der Studentenausweis ist zusammen mit einem Lichtbildausweis und dem ausgefiillten Deckblatt der
Aufgabenstellung sichtbar auszulegen.

Alle zur Losung der gestellten Aufgaben bendtigten nichttrivialen Gleichungen und Konstanten sowie
alle notwendigen Tabellen und Diagramme sind der folgenden Formelsammlung, der Aufgabenstellung
selbst oder dem Anhang auf den Seiten 7 bis 10 zu entnehmen.

Formelsammlung:

Produktregel:

!
(uv) =u'v+uv’
’
: u vu' —uv'’
Quotientenregel: — | =—
v

Kettenregel: j— =u'(v)v'(x) mit y=u(v(x))
X

dynamische Viskositit: 1 P (Poise) =0,1 Pa's = 0,1 N-s/m?
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1. Aufgabe:

Zur Messung der dynamischen Viskositét ) von Fliissigkeiten

kann das im Aufbau sehr einfache Rotationsviskosimeter ////
nach COUETTE eingesetzt werden. Die zu untersuchende F //é
Fliissigkeit befindet sich dabei im Spalt zweier koaxialer

Zylinder, von denen sich der innere mit der konstanten !
Winkelgeschwindigkeit o dreht und so durch die innere L
Reibung der Fliissigkeit ein Moment M auf den &uBleren |
Zylinder iibertragt. Das Moment wird auf den Torsionsfaden ‘Ti
F iibertragen, dessen Verdrehung auf einer Skala zur Anzeige i H
gebracht wird (vgl. Abb. 1). R 3
Die dynamische Viskositit ergibt sich hierbei gemd — ] L
folgendem Zusammenhang: g i %
M ( 11 j | =
n= 152 %2 T
4n-H-o (R; R; .
Hierin sind: Abbildung 1.1: Rotations-
viskosimeter nach COUETTE
M  Drehmoment
H Hohe des inneren Zylinders
R; Radius des inneren Zylinders
R,  Radius des duBeren Zylinders
® Winkelgeschwindigkeit des inneren Zylinders

Im Folgenden soll die dynamische Viskositét | auf der Grundlage von Messergebnissen fiir
die GroBen M, H, R;, R, und o einschlieflich der wahrscheinlichen Abweichungsgrenzen
ermittelt werden.

Der Radius R, des duBBeren Zylinders wird vom Hersteller mit R, = 70 mm + 0,3 mm bei einer
Aussagewahrscheinlichkeit von P = 99% und sehr grolem n angegeben.

Der Radius R; des inneren Zylinders wird vom Hersteller mit R; = 60 mm + 0,2 mm bei einer
Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98% und sehr groem n angegeben.

Die Hohe H des inneren Zylinders betrdigt H =100 mm. Dieser Wert kann als exakt
angesehen werden.

Die Winkelgeschwindigkeit o wird mit ® =4 s’ gemessen. Die Unsicherheit der hierbei
verwendeten Messeinrichtung wird vom Gerétehersteller mit 0,5% des Anzeigewertes bei
einer Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98% angegeben.

Das Moment M wurde mit Hilfe der integrierten Skala achtmal gemessen. Dabei wurden die
in Tabelle 1.1 zusammen gefassten Einzelmesswerte ermittelt.

i | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

M/Ncml 31,73 | 31,75 | 31,89 | 31,70 | 31,79 | 31,62 | 31,68 | 31,62

Tabelle 1.1: Messwerte des Moments M

a) Berechnen Sie die gesuchte dynamische Viskositit und geben Sie das vollstindige
Messergebnis mit einer Aussagewahrscheinlichkeit von P = 98% an!

Hinweis: Fiir alle Messgro3en kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden.
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2. Aufgabe:

Ein Hersteller von Schmiermitteln produziert unter anderem synthetische Mehrbereichséle,
bei welchen durch die Zugabe von Polymeren die temperaturbedingte Anderung der
Viskositdt vermindert wird, so dass beispielsweise sowohl im Winter wie auch im Sommer
dasselbe Motordl eingesetzt werden kann.

Um zu gewihrleisten, dass die dynamische Viskositit 1 des produzierten Ols im
spezifizierten Bereich liegt, entnimmt der Hersteller aus der laufenden Produktion von 5 Liter
Kanistern eine Stichprobe vom Umfang n=9. An den entnommenen Proben wird mittels
eines Rotationsviskosimeters nach COUETTE jeweils die dynamische Viskositit m
experimentell ermittelt. Die Stichprobe fiihrt zu den in Tabelle 2.1 zusammen gefassten
Einzelmesswerten.

e ]2 | s |4 s e |78 | o

n/mPas | 9521 | 9901 | 9587 | 96,32 | 9598 | 9745 | 9068 | 95,94 | 97,23

Tabelle 2.1: Messwerte der dynamische Viskositét 77 aus entnommener Stichprobe

a) Geben Sie Mittelwert und Streuung der obigen Messreihe an!

b) Bestimmen Sie anhand obiger Messreihe das Konfidenzintervall des Erwartungswertes
der dynamischen Viskositit n auf einem Signifikanzniveau von o = 0,02!

¢) Angenommen, es sei bekannt, dass die Standardabweichung der dynamischen Viskositét
6, =2mPa-s betrégt (gilt nur fir Aufgabenteil ¢). Welchen Umfang n miisste dann eine

Stichprobe aufweisen, um den Erwartungswert der dynamischen Viskositdt auf einem
Signifikanzniveau von a = 0,01 mit einer Unsicherheit von ¢, <l mPa-s abschitzen zu

konnen?

d) GemiB einer mit dem Abnehmer der Olkanister getroffenen Vereinbarung muss bei
mindestens 95% aller gelieferten Kanister die dynamische Viskositit n des Ols im
Bereich 90 mPa-s<n<100mPa-s liegen. Uberpriifen Sie ausgehend von obiger

Stichprobe, ob diese Anforderung von den produzierten Olkanistern erfiillt wird!

Der Hersteller des Motordls behauptet, dass der FEinsatz seines SAE 10W-60
Hochleistungsdls verglichen mit einem Standarddl den CO,-Aussto3 eines Motors reduziert.
Um diese Behauptung zu untermauern, fithrt er mit insgesamt 8 Fahrzeugen unterschiedlichen
Typs einen Fahrtest unter reproduzierbaren Bedingungen durch. Dabei werden die 8
Fahrzeuge zunichst mit dem Standarddl (Ol "A") betrieben und der mittlere CO,-AusstoB3 pro
gefahrenem Kilometer bestimmt. AnschlieBend werden die Fahrzeuge mit dem
Hochleistungsdl (Ol "B") befiillt und die Bestimmung des CO,-AusstoBes erneut
durchgefiihrt. Dabei ergeben sich die in Tabelle 2.2 zusammengefassten Messwerte.

Fahrzeug 1 2 3 4 5 6 7 8
O1"A": CO, / g/km 125,8 | 187,2 | 108,7 | 246,7 | 143,8 | 1375 | 167,4 | 152,8
O1"B": CO,/g/km | 1234 | 186,7 | 108,9 | 2403 | 144,2 | 133,8 | 163,9 | 154,9

Tabelle 2.2: Messwerte des mittleren CO,-AusstoRes pro Kilometer fiir die Ole "A" und "B"

e) Uberpriifen Sie mittels eines statistischen Tests, ob die Behauptung des Herstellers — der
mittlere CO,-Aussto bei Verwendung des Hochleistungséls (O1 "B") sei niedriger als bei
Verwendung des Standarddls (Ol "A") — auf einem Signifikanzniveau von a = 0,05
widerlegt werden kann!

Hinweis: Fiir alle Messgro3en kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden.
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3. Aufgabe:

In einem Labor zur Charakterisierung von Schmiermitteln ist ein Rotationsviskosimeter nach
COUETTE vorhanden. Mit diesem kann die dynamische Viskositit n von Fliissigkeiten
experimentell ermittelt werden. Wie bereits in Aufgabe 1 erldutert, ergibt sich die dynamische
Viskositét 1 hierbei gemél folgendem Zusammenhang:

Leider sind in besagtem Labor die Unterlagen, aus denen die geometrischen Parameter H, R;
und R, entnommen werden konnten nicht mehr auffindbar. Da eine Demontage der
Messeinrichtung vermieden werden soll, schldgt der Laborleiter vor, die fehlenden Daten
experimentell zu ermitteln. Hierzu substituiert er in obiger Gleichung die Geometrieparameter
sowie die Konstanten durch einen Gerdteparameter K, welcher wie folgt definiert ist:

1 11
K= ey
4n-H |R? R

1 a

Die Bestimmungsgleichung fiir die dynamische Viskositét n ergibt sich damit zu:

DMy
©®

Im Weiteren wird nun das Rotationsviskosimeter mit Glycerin befiillt, von welchem bekannt
ist, dass es eine dynamische Viskositidt von Ngiycerin = 1,48 Pa's aufweist. (Anm.: Dieser Wert
kann als exakt angesehen werden!) Nun wird eine Messreihe durchgefiihrt, bei welcher die
Winkelgeschwindigkeit o jeweils solange erhoht wird, bis sich bestimmte Werte fiir das
Moment M einstellen. Die bei diesem Versuch ermittelten Wertepaare sind in Tabelle 3.1
zusammengefasst.

M/Ncml5|10|15|20|25|30|35|40|45|50

(x)/s'1 | 1,51 | 2,95 | 4,39 | 5,93 | 7,58 | 9,05 |10,88 | 12,11 | 13,83 | 14,96
Tabelle 3.1: Messwerte des Moments M und der Winkelgeschwindigkeit e

a) Bestimmen Sie mittels linearer Regression den Gerdteparameter K des verwendeten
Rotationsviskosimeters einschlieBlich der wahrscheinlichen Abweichungsgrenzen auf
einem Signifikanzniveau von a = 0,02!

b) Geben Sie fiir ein Moment von M =42 Ncm die zu erwartende Winkelgeschwindigkeit o
einschlieBlich des zugehorigen Vertrauensbereichs auf einem Signifikanzniveau von
o=20,01 an!

Hinweis: Fiir alle Messgrof3en kann eine Normalverteilung vorausgesetzt werden.
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4. Aufgabe:

1)

2)

3)

4)

5)

6.)

7)

8.)

9.

Nennen Sie alle Grundgréflen des SI-Systems, bei denen es sich um extensive Grofen
handelt!

Welche beiden Arten von Fehlentscheidung konnen bei einem statistischen Test
auftreten? Erldutern Sie diese!

Erldutern Sie die  Begriffspaare  zeitkontinuierlich /  zeitdiskret sowie
amplitudenkontinuierlich / amplitudendiskret und skizzieren Sie die vier somit
moglichen Signalarten!

Sie sitzen bei leichtem Regen auf der Terrasse eines Cafés und beobachten, wie
Regentropfen in Thre Tasse fallen. Je Minute sind es durchschnittlich 8 Tropfen.

a) Durch welche statistische Verteilung wird dieser Vorgang beschrieben?
b) Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl der Tropfen in 18 Minuten?
c) Wie grof} ist die Standardabweichung fiir den Erwartungswert aus b)?

Ist die Aussage ,,Die Messunsicherheit kann beliebig klein gemacht werden, wenn man
ausreichend viele Wiederholungen der Messung durchfiihrt™ richtig? Begriinden Sie Thre
Aussage!

Die Wechselwirkung zwischen Messeinrichtung und Messobjekt fiihrt stets zu Mess-
abweichungen. In der Vorlesung wurden drei Moglichkeiten diskutiert, mit diesen
Abweichungen umzugehen. Nennen Sie diese!

Erlautern sie die drei nachfolgend genannten Begriffe und nennen Sie zu jedem davon
ein Beispiel:

a) direkte Messverfahren im engeren Sinne

b) direkte Messverfahren im erweiterten Sinne

c) indirekte Messverfahren

Erlautern Sie, was darunter zu verstehen ist, dass es sich bei dem Abtasttheorem nach
Shannon um eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung handelt!

Aus welchen Elementen besteht ein vollstindiges Messergebnis?

10.) Ein analoges Spannungssignal im Bereich von -10 V bis 10 V wird mittels eines 16 Bit

A/D-Umsetzers digitalisiert. Wie grof} ist der maximale Quantisierungsfehler?
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Elementare statistische Mal3zahlen

n
in
i=1

Arithmetisches Mittel: X ==
n

n

2% %)

Empirische Varianz: g2 = -i=!
n—1

Streuung: S =+ 82

Konfidenzintervall
Die Messgrof3e X sei normalverteilt, o sei bekannt:

[ ko _ k-c}
X———, X+—

o' W

Die Messgrof3e X sei normalverteilt, o sei unbekannt:

_ S _
X———=t X+

\/H n—],l—% ’

S
ﬁtmuf%

Lineare Regression

Wenn durch eine Anzahl von Wertepaaren (x;, y;) hach der
Methode der kleinsten quadratischen Abweichung eine
Gerade gelegt wird, geht diese stets durch den Schwer-
punkt (x,y) der Punkte:

(y-¥)=b(x-X)
(geschétzter) Regressionskoeffizient b (Steigung der
Geraden)

n

Z(Xi _X)(Yi _y)

b= i=1

n

2 (x =x%)

i=1

n
ZXiYi —nxy
_ o
- n
2 =2
in —nx
i

Ein Schatzwert fur o ist die Restvarianz &2

6° =$ 3 (yj—§/+b(i—xj))2
j=l1
sl

Bestimmung der Vertrauensgrenze fiur diese Schatzung
des SteigungsmalRes:

1. Festlegen der geforderten statistischen Sicherheit P
(z.B. 95%)

2. Berechnen der Streuung s aus den Messwerten
X150y Xn

3. Der Vertrauensbereich fir den Regressionskoef-
fizienten b zur statistischen Sicherheit P=1-a
betragt:

b _ th—Z,l—a/Z b + th—Z,l—a/Z

NET Vns,

4. Der Erwartungswert B fur den Regressionskoef-
fizienten b liegt mit der statistischen Sicherheit P in
diesem Intervall

5. Durch die berechnete Gerade wird einem beliebig
gewahlten x-Wert x* der y-Wert

y =y+b(x" -X)

zugeordnet. Der Vertrauensbereich fur y* zur
statistischen Sicherheit P = 1 — o betragt:

*—6t“’2-1’°‘/2 (x*_i)z * 6trﬁ2.lﬂ1/2 (X*—X)z
YT r YR r

Fehlerfortpflanzung fur statistische Fehler

fsei f(x,,..,x,). Das Konfidenzintervall fiir f mit

statistischer Sicherheit P =1 — a.:

[F (%X, )=y s F(RpnX, )40 |

mit

t-Test

t-Test fur Erwartungswert

Die Testgrofie:

XKy (df=n-1)

S,

Jq

Test der Nullhypothese bei vorgewéhltem
Signifikanzniveau o

t, =

1. Ho: pux = o gegen Hi: py < o (einseitige Hypothese)

Ist
to <—t

n-1;1-a !

wird Ho auf dem Signifikanzniveau o abgelehnt.
2. Ho: px =po gegen Hi: > po (einseitige Hypothese)
Ist

t, >t

n-1;1-a !

wird Ho auf dem Signifikanzniveau o abgelehnt.
3. Ho: px = o gegen Hi: puy# 1o (zweiseitige Hypothese)
Ist
[to]>t ,

;1-2
2

wird Ho auf dem Signifikanzniveau o abgelehnt.
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t-Test fur Vergleich zweier Erwartungswerte

Die TestgroRRe (einfachere Form, wenn n, = ny, = n):

N it S

(df=2n-2)

2 2
x T8

w2

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem
Signifikanzniveau o

1. Ho px=pygegen Hq: py<py (einseitige Hypothese)
Ist
t, <-t

)
n,+ny-2;l-o

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2. Ho: pux = py gegen Hi: py >y (einseitige Hypothese)
Ist
to>t

,
n,+ny-2;1-a

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3. Ho: pux =py gegen Hi: pe =y, (zweiseitige Hypothese)
Ist
|ty |>t ,

o
n, +n,—2;1-—
x oy >

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.

t-Test fur verbundene Stichproben

Die Testgrofie:
d (df=n-1)
ty=—"7
%/
Jn
mit:
d; =x; -y,
2.4
a — i=1
n

Test der Nullhypothese bei vorgewahltem
Signifikanzniveau o

1. Ho: g =0 gegen Hi: pg<0 (einseitige Hypothese)
Ist
ty<—t

n-Ll-a '

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
2. Ho: pa =0 gegen Hi: pg>0 (einseitige Hypothese)
Ist
to >t

n-1;1-a ’

wird Ho auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt.
3. Ho pa =0 gegen Hi: pg#0 (zweiseitige Hypothese)
Ist
|ty |>t ’

n—l;l—g
2

wird Ho auf dem Signifikanzniveau o abgelehnt.

Der y2-Test fur Verteilungsfunktionen

X sei eine ZufallsgrofRe mit unbekannter Verteilungsdichte-
funktion. Aufgrund von Messdaten oder Vorabinformatio-
nen wird vermutet, dass X durch die Verteilungsdichte-
funktion h(x) beschrieben wird. Um dies zu prifen, kann
ein x2-Test durchgefihrt werden.

Nullhypothese Ho: X wird durch die Verteilungsdichte-
funktion h(x) beschrieben.

Es wird eine Stichprobe von n Messwerten x,...,X, aufge-
nommen.

Der Test erfolgt, indem zu dieser Messreihe ein empiri-
sches Histogramm erstellt wird. Aus der Verteilungsdichte-
funktion h(x) wird ein theoretisches Histogramm berechnet.
Als TestgroRe wird eine normierte Differenz zwischen
beiden Histogrammen berechnet. Wenn die Hypothese
zutrifft, misste diese Differenz hinreichend klein sein.

Vorgehensweise:

1. Aufteilen des Wertebereichs in r nicht Uberlappende
Klassen T;, so dass jede Klasse wenigstens 5 Werte
der Stichprobe Xg,...,Xn enthalt. Die Intervalle kénnen
auch ungleich breit sein.

2. Bestimmen der Anzahl B; von Messwerten in der
Klasse T;

3. Falls die Verteilungsdichtefunktion h(x) Parameter
enthalt (z.B. p und o bei der Normalverteilung), so
werden diese Parameter aus den Messdaten Xg,...,Xn
abgeschatzt.

4.  Berechnen der Wahrscheinlichkeit p;, mit der bei
Annahme der hypothetischen Verteilungsdichte h(x)
unter Annahme der unter 3. geschéatzten Parameter
ein Messwert im Intervall T; zu erwarten ist.

5. Berechnen der Produkte E;=np;, die die theore-
tischen Besetzungszahlen der Klasse T; bei
Annahme der Verteilungsdichte h(x) darstellen.

6.  Prifen, ob fir alle Klassen gilt: E; > 5. Klassen mit E;
< 5 werden mit benachbarten Klassen zusammen-
gelegt. Nach diesem Schritt liegen r* Klassen vor mit
re<r.

7. Berechnen der TestgroRRe:
. 2
I

2 z (Bi — Ei)

Xo = < E.

1
8.  Bestimmung der Zahl der Freiheitsgrade:

. r* ist die Zahl der auswertbaren Klassen
(Besetzungszahl > 5)

. s ist die Zahl der Parameter der Verteilungs-
dichtefunktion

Ll Die Zahl der Freiheitsgrade istdf =r*—s -1

9.  Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit o

Ho ist abzulehnen mit Signifikanzniveau o, wenn:

2 2
XO > Xr*fsfl;lfa
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p-Quantile ts’p der Student’schen t-Verteilung mit s Freiheitsgraden

S p 0,95 0,975 0,99 0,995
1 6,31 12,71 31,82 63,66
2 2,92 4,30 6,96 9,92
3 2,35 3,18 4,54 5,84
4 2,13 2,78 3,75 4,60
5 2,02 2,57 3,36 4,03
6 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,89 2,36 3,00 3,50
8 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,78 2,18 2,68 3,05
13 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,76 2,14 2,62 2,98
15 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,72 2,09 2,53 2,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83
22 1,72 2,07 2,51 2,82
23 1,71 2,07 2,50 2,81
24 1,71 2,06 2,49 2,80
25 1,71 2,06 2,49 2,79
26 1,71 2,06 2,48 2,78
27 1,70 2,05 2,47 2,77
28 1,70 2,05 2,47 2,76
29 1,70 2,05 2,46 2,76
30 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,68 2,02 2,42 2,70
50 1,68 2,01 2,40 2,68
60 1,67 2,00 2,39 2,66
70 1,67 1,99 2,38 2,65
80 1,66 1,99 2,37 2,64
90 1,66 1,99 2,37 2,63
100 1,66 1,98 2,36 2,63
200 1,65 1,97 2,35 2,60
0 1,64 1,96 2,33 2,58
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	Gesamt
	NOTE
	1.) Nennen Sie alle Grundgrößen des SI-Systems, bei denen es sich um extensive Größen handelt!
	2.) Welche beiden Arten von Fehlentscheidung können bei einem statistischen Test auftreten? Erläutern Sie diese!
	3.) Erläutern Sie die Begriffspaare zeitkontinuierlich / zeitdiskret sowie amplitudenkontinuierlich / amplitudendiskret und skizzieren Sie die vier somit möglichen Signalarten!
	4.) Sie sitzen bei leichtem Regen auf der Terrasse eines Cafés und beobachten, wie Regentropfen in Ihre Tasse fallen. Je Minute sind es durchschnittlich 8 Tropfen. 
	a) Durch welche statistische Verteilung wird dieser Vorgang beschrieben?
	b) Wie groß ist der Erwartungswert für die Anzahl der Tropfen in 18 Minuten?
	c) Wie groß ist die Standardabweichung für den Erwartungswert aus b)?
	5.) Ist die Aussage „Die Messunsicherheit kann beliebig klein gemacht werden, wenn man ausreichend viele Wiederholungen der Messung durchführt“ richtig? Begründen Sie Ihre Aussage!
	6.) Die Wechselwirkung zwischen Messeinrichtung und Messobjekt führt stets zu Messabweichungen. In der Vorlesung wurden drei Möglichkeiten diskutiert, mit diesen Abweichungen umzugehen. Nennen Sie diese!
	7.) Erläutern sie die drei nachfolgend genannten Begriffe und nennen Sie zu jedem davon ein Beispiel:
	a) direkte Messverfahren im engeren Sinne
	b) direkte Messverfahren im erweiterten Sinne
	c) indirekte Messverfahren
	8.) Erläutern Sie, was darunter zu verstehen ist, dass es sich bei dem Abtasttheorem nach Shannon um eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung handelt!
	9.) Aus welchen Elementen besteht ein vollständiges Messergebnis?
	10.) Ein analoges Spannungssignal im Bereich von -10 V bis 10 V wird mittels eines 16 Bit A/D-Umsetzers digitalisiert. Wie groß ist der maximale Quantisierungsfehler?

